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第二节 数列极限

数列 如果按照某一法则,对每个𝑛 ∈ ℕ+,对应着一个确定的实数𝑥𝑛,这些实数

𝒙𝒏按照下标𝒏从小到大排列得到的一个序列

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑛, ⋯

就叫做数列,简记为数列{𝑥𝑛}.数列中的每一个数叫做数列的项,第𝑛项𝑥𝑛叫做

数列的一般项(或通项)

1

2
,
2

3
,
3

4
,⋯ ,

𝒏

𝒏 + 𝟏
,⋯ 2,4,8,⋯𝟐𝒏, ⋯1, −1,1,⋯ , (−𝟏)𝒏+𝟏, ⋯

• 为数列{𝒙𝒏}可视为自变量为正整数𝒏的函数𝒙𝒏 = 𝒇 𝒏 , 𝒏 ∈ ℕ+,当自

变量𝒏依次取𝟏, 𝟐, 𝟑,⋯一切正整数时,对应的函数值就排成数列{𝒙𝒏}.

Q:当数列下标𝒏无限增大时,对应的数列的项𝒙𝒏能否无限接近某一个确定的数?
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第二节 数列极限
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• 当𝒏无限增大时，𝒙𝒏是否无限接近于

某一确定的数值?  如果是，如何确

定?

• “无限接近”意味着什么? 如何用数

学语言刻划它?

数列中项随着𝑛的变化情况



练习 考虑数列通项为𝑦𝑛 = 1 +
1

𝑛
的数列,求

• 𝑦𝑛 − 1 <
1

10
时𝑛的取值范围

• 𝑦𝑛 − 1 <
1

100
时𝑛的取值范围

• 𝑦𝑛 − 1 <
1

1000
时𝑛的取值范围

• 给定任意的ε > 0, 𝑦𝑛 − 1 < ε时𝑛的取值范围

数列
下标

𝒚𝒏 − 𝟏 =
𝟏

𝒏
< 𝜺

正整数
𝑵

1

10

正数𝜺

𝑛 > 10 𝑦𝑛 − 1 <
1

10

1

100 𝑛 > 100 𝑦𝑛 − 1 <
1

100

1

1000 𝑛 > 1000 𝑦𝑛 − 1 <
1

1000

第二节 数列极限
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第二节 数列极限

数列极限 设{𝑥𝑛}为一数列,如果存在常数𝑎,对于任意给定的正数𝜺,总存在正

整数𝑁,使得当数列下标𝒏 > 𝑵时,数列的项总满足不等式

𝒙𝒏 − 𝒂 < 𝜺

则称常数𝑎是数列{𝑥𝑛}的极限,或称数列{𝒙𝒏}收敛于𝒂,记为

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒙𝒏 = 𝒂 或 𝒙𝒏 → 𝒂(𝒏 → ∞)

• 如果不存在这样的常数𝑎,就说数列{𝒙𝒏}没有极限,或者说数列{𝒙𝒏}是发散

的,习惯上也说为 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒙𝒏不存在;

• “数列{𝒙𝒏}的极限为𝒂”的几何解释:在数轴上,至多有限个点落在区间

(𝒂 − 𝜺, 𝒂 + 𝜺)外

x1x2x 2+Nx1+Nx 3x

2
−a +a

a
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第二节 数列极限

数列极限 设{𝑥𝑛}为一数列,如果存在常数𝑎,对于任意给定的正数𝜺,总存在正

整数𝑁,使得当数列下标𝒏 > 𝑵时,数列的项总满足不等式

𝒙𝒏 − 𝒂 < 𝜺

则称常数𝑎是数列{𝑥𝑛}的极限,或称数列{𝒙𝒏}收敛于𝒂,记为

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒙𝒏 = 𝒂 或 𝒙𝒏 → 𝒂(𝒏 → ∞)

• 𝜺的任意性表明𝜺可以任意地小,从而刻画了𝒙𝒏与𝒂无限接近的含义;

• 正常数𝑁的取值依赖于𝜺,有时也记为𝑵(𝜺).
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数列极限 设{𝑥𝑛}为一数列,如果存在常数𝑎,对于任意给定的正数𝜺,总存在正

整数𝑁,使得当数列下标𝒏 > 𝑵时,数列的项总满足不等式
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• 符号化简:“∀”表示任意,“∃”表示存在

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒙𝒏 = 𝒂⟺ ∀𝜺 > 𝟎, ∃𝑵 ∈ ℕ+,使得当𝒏 > 𝑵时,总有 𝒙𝒏 − 𝒂 < 𝜺
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第二节 数列极限

证明数列

𝟐,
𝟏

𝟐
,
𝟒

𝟑
,
𝟑

𝟒
,⋯ ,

𝒏 + −𝟏 𝒏−𝟏

𝒏
,…

的极限是1

证明: 𝒏+ −𝟏 𝒏−𝟏

𝒏
−1 =

1

𝑛
, 给定任意𝜀 > 0, 要使得

𝒏 + −𝟏 𝒏−𝟏

𝒏
−1 =

1

𝑛
< 𝜀

即取𝑛 >
1

𝜀
.

亦即给定任意𝜀 > 0,当𝑛 >
1

𝜀
时,

𝒏+ −𝟏 𝒏−𝟏

𝒏
−1 =

1

𝑛
< 𝜀

任取𝑁为一大于
1

ε
的正整数,当𝑛 > 𝑁(>

1

𝜀
)时, 

𝒏+ −𝟏 𝒏−𝟏

𝒏
−1 =

1

𝑛
< 𝜀

即 lim
𝑛→∞

𝒏+ −𝟏 𝒏−𝟏

𝒏
=1
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第二节 数列极限

定理1(极限的唯一性) 如果数列 𝒙𝒏 收敛,那么它的极限唯一

定理2(收敛数列的有界性) 如果数列 𝒙𝒏 收敛,那么数列 𝒙𝒏 一定有界

定理3(收敛数列的保号性) 如果 lim
𝒏→∞

𝒙𝒏 = 𝒂且𝒂 > 𝟎(或𝒂 < 𝟎),则存在正整

数𝒏,当𝒏 > 𝑵时,都有𝒙𝒏 > 𝟎(或𝒙𝒏 < 𝟎)

定理3的推论 如果数列 𝒙𝒏 从某一项起𝒙𝒏 ≥ 𝟎(或𝒙𝒏 ≤ 𝟎),且 lim
𝒏→∞

𝒙𝒏 = 𝒂,则

𝒂 ≥ 𝟎(或𝒂 ≤ 𝟎)
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定理 2 (收敛数列的有界性)
如果数列 {xn} 收敛, 那么数列 {xn} 一定有界.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 2025 年秋季学期 2 / 7



证明.
因为数列 {xn} 收敛, 设 lim

n→∞xn = a.

根据数列极限定义, 给定 ϵ= 1, 存在
正整数 N ∈N+, 使得当 n>N 时

|xn −a| < 1,

即当 n>N 时 xn ∈ (a−1,a+1), 取 M1 =max{|a−1|,a+1} 及

M =max{|x1|, |x2|, . . . , |xN |,M1}

容易知道 |xn| ≤M 对任意 n ∈N+ 成立, 故数列 {xn} 有界.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 2025 年秋季学期 3 / 7



证明.
因为数列 {xn} 收敛, 设 lim

n→∞xn = a. 根据数列极限定义, 给定 ϵ= 1, 存在
正整数 N ∈N+, 使得当 n>N 时

|xn −a| < 1,

即当 n>N 时 xn ∈ (a−1,a+1), 取 M1 =max{|a−1|,a+1} 及

M =max{|x1|, |x2|, . . . , |xN |,M1}

容易知道 |xn| ≤M 对任意 n ∈N+ 成立, 故数列 {xn} 有界.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 2025 年秋季学期 3 / 7



证明.
因为数列 {xn} 收敛, 设 lim

n→∞xn = a. 根据数列极限定义, 给定 ϵ= 1, 存在
正整数 N ∈N+, 使得当 n>N 时

|xn −a| < 1,

即当 n>N 时 xn ∈ (a−1,a+1),

取 M1 =max{|a−1|,a+1} 及

M =max{|x1|, |x2|, . . . , |xN |,M1}

容易知道 |xn| ≤M 对任意 n ∈N+ 成立, 故数列 {xn} 有界.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 2025 年秋季学期 3 / 7



证明.
因为数列 {xn} 收敛, 设 lim

n→∞xn = a. 根据数列极限定义, 给定 ϵ= 1, 存在
正整数 N ∈N+, 使得当 n>N 时

|xn −a| < 1,

即当 n>N 时 xn ∈ (a−1,a+1), 取 M1 =max{|a−1|,a+1} 及

M =max{|x1|, |x2|, . . . , |xN |,M1}

容易知道 |xn| ≤M 对任意 n ∈N+ 成立, 故数列 {xn} 有界.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 2025 年秋季学期 3 / 7



证明.
因为数列 {xn} 收敛, 设 lim

n→∞xn = a. 根据数列极限定义, 给定 ϵ= 1, 存在
正整数 N ∈N+, 使得当 n>N 时

|xn −a| < 1,

即当 n>N 时 xn ∈ (a−1,a+1), 取 M1 =max{|a−1|,a+1} 及

M =max{|x1|, |x2|, . . . , |xN |,M1}

容易知道 |xn| ≤M 对任意 n ∈N+ 成立, 故数列 {xn} 有界.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 2025 年秋季学期 3 / 7



定义 (子数列)
在数列 {xn} 中任意取无限多项并保持这些项在原数列 {xn} 中的先

后次序, 这样得到的一个数列称为原数列 {xn} 的一个子数列 (或子
列).

数列 {xn} 的子列可以表示为 xn1 ,xn2 , . . . ,xnk , . . . , 其中 nk ∈N+
表示第 k 次从原数列中抽取项 xnk, 子列简记为 {xnk}, k ∈N+.

n1 < n2 < ·· · < nk < ·· · .
在子列 {xnk} 中, xnk 为其第 k 项, 对应原数列的第 nk 项.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 2025 年秋季学期 4 / 7
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定理 4 (收敛数列与其子列间的关系)
如果数列 {xn} 收敛于 a, 那么它的任一子列也收敛, 且极限也是 a.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 2025 年秋季学期 5 / 7



例 4
证明数列 xn = (−1)n+1(n= 1,2, . . . ) 是发散的

证明.

取原数列奇数项下标, 构成子列 {(−1)2k−1+1}= {1},k ∈N+, 该子列极
限为 1.

取原数列偶数项下标, 构成子列 {(−1)2k+1}= {−1},k ∈N+, 该子列极
限为-1.

两子列极限不相同, 由定理 4, 该数列发散.

Weiwen Wang(王伟文) (暨南大学) 高等数学 2025 年秋季学期 6 / 7
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